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Метою статті є побудова процесів керування структурою складних систем. Одним із домінуючих завдань прикладної теорії складних систем є 
завдання побудови процесів керування структурою складних об’єктів. Її розв’язання є найнеобхіднішим зовнішнім доповненням до проблематики 
добре аксіоматизиваної математичної теорії систем, що створила апарат дослідження внутрішніх властивостей динамічних диференціальних 
і кінцевих динамічних систем (керованості, спостережливості та ін.) та надає можливість розв’язувати завдання логічного керування струк-
турою системи та динамікою підсистем у векторних просторах. Також визначено обчислювальну схему для моделювання систем з керованою 
структурою. Практичне застосування графів для аналізу такого класу систем забезпечує всю необхідну інформацію для числового моделювання 
динамічних процесів як на цифрових ЕОМ, так і на цифро-аналогових комплексах.
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Функціонування багатьох сучасних технічних 
комплексів і складних об’єктів включає цілі 
сукупності станів, режимів і динамічних про-

цесів. Завдання проектування систем керування поді-
бними об’єктами перетворилася в наукову проблему, 
розв’язання якої виходить за рамки традиційної теорії 
автоматичного керування. Аксіоматика класичної тео-
рії керування будувалася для моделей зі стаціонарною 
структурою. У складних системах структура об’єкта 
керування і склад його підсистем підлягають керуван-
ню та координації в процесі цілеспрямованого функ-
ціонування. Використовувати апарат дослідження 
систем зі стаціонарною структурою для завдань про-
ектування складних систем (з керованою структурою) 
неможливо, тому що саме поняття керування не може 
бути представлено категоріями традиційних моделей.

У зв’язку з цим виникла задача розробки нових 
принципів керування й адекватних їм математичних 
моделей систем з керованою структурою і складом 
підсистем. Ці розробки виконувалися з певною орі-
єнтацією на системні методи проектування. Голов-
ною вимогою такої орієнтації є побудова аксіоматики 
нового класу моделей, що відповідала б досить ви-
соким стандартам суворості. Останні визначають-
ся необхідністю застосування ЕОМ у проектуванні 
складних систем і неминучістю постановки завдання 
багатокритеріальної оптимізації проектних рішень.

Вивченням питання моделювання та проек-
тування складних систем займалися такі вчені, як  
Жук К. Д., Клюєв В. В., Пістунов І. М., Харченко В. С., 
Кунцевич В. М., Лисогор В. М. та ін.
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Метою статті є побудова процесів керування 
структурою складних систем.

Сучасні технічні комплекси вийшли далеко за 
рамки традиційних об’єктів, досліджуваних у теорії 
автоматичного регулювання. Крім «емоційних» ас-
пектів проблеми складності, в сучасній теорії систем 
існують конкретні задачі проектування, побудови та 
експлуатації складних технічних комплексів.

Найбільш глибоким і важким з цих завдань є за-
вдання системного проектування, розв’язання якого 
вже повинно містити принципову технологію побу-
дови складного об’єкта та принципи його програмо-
ваної експлуатації згідно із сучасними вимогами ба-
гатокритеріальної оптимізації.

Жодна з традиційних теорій синтезу систем, тех-
нології побудови та експлуатації технічних об’єктів не 
включала у свою проблематику завдань системного 
зв’язку «своїх» рішень з рішеннями «сусідніх» етапів. 
Уперше проблема системного підходу була охоплена 
з точки зору кібернетики, коли був сформульований 
принцип зовнішнього доповнення в керуванні [1; 2], 
що мав свого абстрагованого «двійника» в теорії ви-
сновку, відомого як теорема Гьоделя [1]. Тоді стала 
зрозумілою безперспективність «відновлення» тради-
ційної теорії автоматичного керування, наслідком чого 
постала необхідність створення зовсім нової теорії 
систем з її прикладною частиною – системотехнікою.

До такого несподіваного фіналу привели до-
слідників стандарти суворості, що підсилюються 
у проектуванні, які диктує «законодавиця мод» у 
технічній кібернетиці – теорія багатокритеріальної 
оптимізації. Цих законів не знали архітектори піра-
міди Хеопса і римського водопроводу, але вони ста-
ли основними аксіомами для сучасних дослідників-
системотехніків, які мають вирішувати в конкретних 
проектах проблему складності при обмеженнях на 
ресурси та в умовах «психологічного тиску» з боку 
конкурентних проектів.

Традиційні теорії технічного напрямку (теорія 
машин, теоретична електроніка, теорія ре-
гулювання, теорія автоматів та ін.) включали 

у свою проблематику вивчення внутрішніх власти-
востей досліджуваних об’єктів. Завдяки цьому цим 
теоріям вдалося досягти певної досконалості. Однак 
жодна з названих теорій не включала у свою пробле-
матику (і не була побудована аксіоматика) завдань ар-
хітектурного плану.

Побудова всіх «стикових» архітектурних проек-
тних рішень для системи фізично різнорідних об’єктів 
і є основним завданням системного проектування. Для 
більшої точності можна визначити проблематику теорії 
системного проектування як створення методів син-
тезу (проектування) законів функціонування складних 
систем, методів побудови таких об’єктів і програми їх 
експлуатації. Мовою згаданих сучасних стандартів су-
ворості ця проблема трактується як оптимізація жит-

тєвих циклів складних систем. Одним із домінуючих 
завдань прикладної теорії складних систем є завдання 
побудови процесів керування структурою складних 
об’єктів. Її розв’язання є найнеобхіднішим зовнішнім 
доповненням проблематики добре аксіоматизиваної 
математичної теорії систем [3], що створила апарат 
дослідження внутрішніх властивостей динамічних ди-
ференціальних і кінцевих динамічних систем (керова-
ності, спостережливості та ін.).

Теорія систем з керованою структурою охоплює 
цілий клас об’єктів, що функціонують у режи-
мах взаємодії, координації та цілеспрямованої 

зміни структурних станів. Моделі процесів керування 
в таких системах є ефективним засобом для того, щоб 
формально ввести в завдання проектування категорії 
цілей функціонування складних об’єктів. У зв’язку з 
цим при побудові архітектури складних систем ми 
вже не можемо задовольнятися відомим принципом 
Беллмана: «Керування и є функція фазового стану 
x(t)». Процес керування, побудований на цьому прин-
ципі, може виступати лише як локальний при стаціо-
нарності структури на обмеженому відрізку часу.

У силу існування складних обмежень і неодноз-
начних нелінійностей у математичній моделі система 
її функціонування після досягнення багатьох цілей 
вимагає найбільш складного способу керування – ці-
леспрямованої зміни структури окремих підсистем і 
формування їхньої взаємодії. Оскільки моделлю дис-
кретних послідовностей для керування структурою 
і складом звичайно приймається логічна мережа, 
наш клас систем належить до «гібридної» системи 
з логіко-динамічним принципом функціонування.  
У це визначення ми вкладаємо цілком визначене по-
няття ієрархії рівнів складної системи, верхній з яких 
розв’язує завдання логічного керування структурою 
системи, нижній – керування безпосередньою дина-
мікою підсистем у векторних просторах. Керування 
в класі таких систем принципово відрізняється від 
однорівневих систем, хоча вони й мають велику рів-
номірність, насамперед тому, що завдання керування 
не може бути розв’язане для ієрархічної системи в 
цілому на основі принципу [3]: керування є функція 
фазового стану. Отже, для виділеного класу складних 
систем керування необхідне формулювання нового 
принципу, адекватного завданням проектування, та 
його експериментальна перевірка. 

Ідея ієрархії в системах керування полягає, зо-
крема, в тому, що вимірна диференціальна динаміка 
(хоча і великої мірності) «вкладається» як елементар-
ний підпроцес у дискретну сукупність якісних (струк-
турних) станів системи в цілому. Завдання керування 
такими підпроцесами на верхньому рівні є завданням 
оптимального упорядкування зміни узагальнених 
(структурних) станів системи. Наступним рівнем іє-
рархії в складній системі є керування складом підсис-
тем, що взаємодіють. Моделлю третього рівня є зрос-

http://www.business-inform.net


144

Е
К
О
Н
О
М
ІК

А
	

	ек
о

н
о

м
ік

о
-м

ат
ем

ат
и

чн
е 

м
о

д
ел

ю
ва

н
н

я

БІЗНЕСІНФОРМ № 2 ’2018
www.business-inform.net

таюча мережа, процес зростання та спадання якої є 
формуванням логічної схеми даної операції для до-
сягнення заданої мети керування в системі. Розгляд 
багатьох практичних прикладів у системах такого 
класу підтверджує природний характер такої ієрархії 
керування. Конструктивність ієрархічної структури 
цього класу дає можливість досить повно сформулю-
вати задачу оптимізації керування. У законах функці-
онування складних ієрархічних систем виникає нове 
(«гібридне») поняття взаємозв’язку, відмінне від зви-
чайного поняття зворотного зв’язку. Розкриття цього 
поняття формалізованою мовою сучасної теорії керу-
вання та є побудовою аксіоматичних визначень у ви-
діленому класі систем [2].

Прикладами таких систем можуть бути сучасні 
енергетичні комплекси, складні самохідні машини, 
системи багатоцільового функціонування типу літаль-
них апаратів, суден, складні машинно-інформаційні 
системи та ін.

Динамічні диференціальні системи з керованою 
структурою можуть бути представлені сукуп-
ністю (кінцевою нескінченістю) систем дифе-

ренціальних рівнянь, що моделюють окремі режими:

  ( , , )sx f x u t= −  стану, (1)

  ( , , )sy q x u t= −  виходу, (2)
де s = 1, 2,…, S; F{fs} – неупорядкована сукупність 
структур системи; S{s}– нескінченність порядкових 
індексів.

Кожна з векторних функцій ( , , )sf x u t  пред-
ставляє локальну динаміку системи в s-му режимі. 
Властивості таких режимів відрізняються між собою 
числовими характеристиками параметрів і траєкто-
рій. Наприклад, динаміка польоту літального апара-
ту в областях дозвукових і надзвукових швидкостей 
представляє дискретну послідовність двох характер-
них режимів системи.

Дискретні послідовності на нескінченостях 
структур F{fs} системи і впливів U{uk(t)} у (1), (2) 
зручно визначити гібридними функціями [4; 5] та-
кого вигляду (за числом керувань) – входів (впливів) 

( ) ( ),u
ku t L u t=
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k K
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sL  
x
sL  є в загальному ви-

падку значеннями двозначних неоднорідних багато-

місних предикатів і виражають умови переходів від 
моделі одного режиму fv до іншого fv+1. Технічною ре-
алізацією предикатних функцій як умов дискретних 
переходів можуть бути різного роду датчики, сигна-
лізатори і перетворювачі з двозначним виходом. Ана-
логічними реалізаціями можна вважати дискретну 
зміну параметрів і характеристик об’єкта і керуючого 
пристрою в системі. Класичним прикладом керуван-
ня у формі (3) є реостатний пуск за допомогою ло-
гічного керуючого пристрою електродвигуна постій-
ного струму. Інші приклади таких систем наведено в 
роботах [6; 7].

Синтез закону функціонування багатокрокової 
логіко-динамічної системи (ЛДС) можна роз-
глядати як рішення розглянутого завдання ке-

рування в кожному конкретному випадку. Завдання 
впорядкування структурних станів , ,vk vk vkf〈 ϕ η 〉  
систем Σ (верхній рівень) можна досить повно пред-
ставити апаратом логіко-диференціальних рівнянь:

1
( ( ), ( )),

N
f x u

v v x v
v

x a f x t u t
=

= β β∑

1
( ( )),

N
x

v v v
v

y a x tη

=
= η β∑

             

(4)

отриманих у такий спосіб. Нехай система { }v∑ ∑  
описується в кожному v-му структурному стані век-
торними диференціальними рівняннями:

       ( ( ), ( ), )vx f x t u t t= −  стану,

          ( ( ), )vy x t t= η −  виходу, 
(5)

рішенням першого з яких є функція

 ( ) ( ( ), ( ), ).vx t x t u t t= ϕ
Для опису порядку зміни структурних станів у 

системі { }v∑ ∑  використовуємо автомат Мура, зу-
мовлений характеристичними функціями [8; 9]:

1( , )v v vA a −= λ ω  – перехідною, 
( )vaβ = δ – вихідною

і трьома кінцевими множинами: { }A a= – станів;  

{ }Ω = ω – входів; { }B = β – виходів.
Входами такого автомата Af є значення пре-

дикатних функцій ( , , , , , ),P x u q v β τ  так що в за-
гальному випадку автомат у ЛДС буде функціонувати 
за асинхронним принципом. Здійснюючу функцію fv 
v-го стану, як першу частину керування (5) предста-
вимо у вигляді гібридної функції [4]

 ( ( ), ( ), ),f
v vx a f x t u t t=

доповнивши таке рівняння умовами одиничності 

0,v va a∧ =
 1

1.
N

v
v

v i a
=

≠ γ =∨
 

Аналогічно побудує-

мо рівняння виходу системи :v∑

http://www.business-inform.net


Е
К
О
Н
О
М
ІК

А
	

	ек
о

н
о

м
ік

о
-м

ат
ем

ат
и

чн
е 

м
о

д
ел

ю
ва

н
н

я

145БІЗНЕСІНФОРМ № 2 ’2018
www.business-inform.net

 
( ) ( ( ), )v vy t a x t tη= η

за тих самих умов одиничності та повноти. Для всієї 

сукупності структурних станів системи { }v∑ ∑  
ди-

наміку можна представити з тими ж умовами одинич-
ності та повноти системою логіко-диференціальних 

рівнянь (5), у яких виходи (.)vβ  автоматів утво-

рять з векторами входів ( )u t  і станів ( )x t  гібрид-
ні функції. Оскільки в завданні керування ЛДС по-
чатковий структурний стан 1, 1, 1f〈 ϕ η 〉

 
завжди ви-

значений, у таких системах автомати Мура повинні 
бути ініціальними. Тоді припустиме вхідне слово 

1 2( , ,..., )kξ ξ ξη = ω ω ω
 

автомата Af одним способом 

визначає один із шляхів дискретних переходів l1,N з Σ1 

в ΣN, упорядковуючи тим самим суми
 1

N

v=
∑

 

в обчислю-

вальній схемі (5) функціонування ЛДС. Кожному ав-

томатному слову 
fη  відповідає функціонал ,l

mJ  що 
дозволяє оцінити якість керування ЛДС по шляху l1,N 
як упорядкованої послідовності станів , , .v v vf〈 ϕ η 〉

  В ієрархічній структурі ЛДС автоматні моделі А1 ви-
користані нами для упорядкування дискретних пере-
ходів. Тим самим функції верхнього рівня керування 
в ЛДС відповідно до прийнятого принципу (крок 2) 
можна здійснити ініціальним автоматом Мура.

Побудований однозначний зв’язок між множи-

ною припустимих слів { }fH η  автомата Аf і множи-

ною оцінок якості керування { }l
M MJ J  ЛДС дозво-

ляє пов’язати завдання оптимізації багатокрокової 
ЛДС із задачами синтезу законів функціонування іні-
ціальних автоматів Мура в рамках викладеної вище 
загальної задачі керування багатокроковою ЛДС. Як 
відомо, у теорії автоматів подібні задачі досліджува-
лися відносно проблеми синтезу законів керування 
[3]; у теорії автоматичного керування робляться лише 
перші спроби використовувати кінцеві автомати як 
сучасні засоби керування. 

Відзначимо один дуже цікавий наслідок, що ви-
пливає з розглянутої задачі. Обмежена досяж-
ність цільової множини, багатоцільове призна-

чення системи і складний характер обмежень вимага-
ли переходу до систем з нестаціонарною структурою 
в задачі керування. Нестаціонарність пізніше була 
використана для формування координації як вну-
трішньої властивості складної ЛДС у задачі керуван-
ня. Побудувавши області визначення відображення 
предиката Р, {0,1},T T T Tτ Σ ψ β⋅ ⋅ ⋅ →

 
що є логічною 

умовою дискретної зміни структур , ,vk vk vkf< ϕ η >
з відповідною інтерпретацією, отримано можливість 

синтезу й оптимізації ієрархічної системи з керова-
ною структурою. У загальному випадку для закону 
функціонування ЛДС характерна властивість неви-
значеності структури, яка використана для можли-
вості зміни цілей керування. Її можна виключити із 
закону функціонування ЛДС, замінивши зв’язний 
автомат Аf [3] автоматом з єдиним припустимим 

вхідним словом ,fη  що еквівалентна програмному 
перемикаючому пристрою з єдиною послідовністю 
вихідних символів. Ця послідовність визначає суть 
єдиної мети керування. У цьому тривіальному для 
ЛДС випадку оптимальність системи Σ точно еквіва-
лентна простій сумі оцінок ,vJ∑  тому автоматично 
відпадає необхідність у координації [9; 10] і побудові 
принципу ієрархічного керування (крок 2).

Клас динамічних систем з керованим складом 
може бути представлено у такий спосіб. Введемо 
в розгляд узагальнений стан QVi підсистеми ,i∑  
у формі v-гo векторного диференціального рівняння

: ( , , ),vi s LQ x f x u t=                 (6)
поклавши для даного стану значення логічних змін-
них: 

1,f x
s sL L= =  0,f x

ddL L= =  
,s d≠  , ,s d S∈  

де v позначає номер узагальненого стану підсистеми 
в даному режимі.

Оскільки в такій системі 
v∑  склад взаємо-

діючих підсистем i∑  є змінним і до того ж пови-
нен бути керованим, для опису системи в цілому 

{ }v
i∑ ∑  нам потрібна v i×  система диференці-

альних рівнянь вигляду (5). Тоді вся система взаємо-

діючих підсистем { }v
i∑ ∑  може бути представлена 

дискретними переходами на кінцевій нескінченності 

узагальнених станів усієї системи :v∑

 [ ] : ( , , ),v
rQ i X F X U tµ =

де μ – порядковий номер стану з нескінченності М, 

що позначає систему 
v∑  з незмінним у даному ре-

жимі складом. Індекс {I} означає склад взаємодіючих 

в μ-му загальному стані { }
v

IQµ
 
підсистем , .i i I∈∑  

Прикладом систем з керованим складом є сучасний 
літальний апарат у режимах: стоянка, зліт, політ, по-
садка; космічний комплекс у груповому польоті, роз-
стикуванні, стикуванні й ін.

Для математичного опису процесу керування 

структурою складної системи { }v
i∑ ∑  введемо 

основні операції, що представляють відносини між 
підсистемами i∑  в усіх можливих логічних за-

конах функціонування. У підсистемах i∑
 
із усіх 
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узагальнених станів
 

{ }vi
iQ q

 
виділяємо початкове 

(стартове) ( 0)vq
 
і фінальне Niq

 
стану. Дві та більше 

підсистеми ,..., v
i j ∈∑ ∑ ∑

 
можуть функціонува-

ти у взаємодії, досягши фінальних станів qNi ,…, qNj 
і утворивши групу підсистем { ,..., }i j∑ ∑

 
у цих 

станах
 { , ..., }.N i jq

 
Ця група може бути утворена як 

кон’юктивне об’єднання підсистем i∑  
і j∑

 
у фі-

нальних станах

 { , }vr i j Ni NjQ q q= ∧

або як диз’юнктивне об’єднання

 { , } ,vr i j Ni NjQ q q= ∨

допускаючи одночасну істинність (автономну ро-
боту кожної з підсистем і їх можливе об’єднання) 

1, 1fi fj
s sL L= =  в (3), 1.fi fj

s sL L∨ =
Для стислості розглянемо дві підсистеми 

,i j∑ ∑
 
що не є, як відомо, обмеженням, тому що ці 

операції легко поширюються на 2n ≥  підсистем.
Введемо також операцію диз’юнктивного аль-

тернативного об’єднання двох підсистем i∑  і :j∑

 0{ , } ,
a

v Ni NiQ i j q q
∨

= ∨

що не допускає одночасної істинності 1fi
sL =  і 

1.fj
sL =  Це означає, що в початковому стані групи 

0{ , }v i jQ
 

функціонують або підсистема 
,i∑
 

у своє-

му фінальному стані qNi , або підсистема
 j∑

 
у qNj ; 

їх одночасне функціонування (qNi I qNj) як елементів 
системи в цілому виключається.

Доповнює вказаний перелік операцій для 
представлення зростання мережі (складу) системи 

{}v
i∑ ∑  нейтральна операція: дискретний перехід 

підсистеми i∑  чи системи в цілому 
v∑  до тотож-

ної (незростаючої, неспадаючої) структури з тим са-
мим складом {I}:

 { } ( 1){ }.v I v IQ Q +→

Динаміка складної системи { }v
i∑ ∑  вклю-

чає поряд зі зростанням мережі операції її спадан-
ня. З будь-якого стану { },v iQ

 
утвореного операція-

ми кон’юктивного і (чи) диз’юнктивного об’єднання, 

система { }
v
I∑

 
може перейти в стан зі скороченим 

складом:

 { } { }({ }\{ , }) ,v I v I i jQ Q −λ→

де { , } , { } \ { , }i j I I i j⊂ – доповнення індексної не-

скінченості {I}, що визначає склад системи
 

.v∑
Основною математичною моделлю систем з 

керованою структурою прийнято системи логіко-
диференціальних рівнянь [6; 7]:

( ) ( , , ), ;f
s s L s

s S
x t L f x u t f F

∈
= ∈∑

( ) ( ), ;u
L k k k

k K
u t L u t u U

∈
= ∈∑

, , {0, 1}.f f u u f u
s kL L L L L L∈ ∈ ∈

         

(7)

Їм відповідають математичні аналоги у формі 
гібридних графів, що поєднують графи потоків сиг-
налів і графи переходів [5–9]. Обчислювальна схема 
звичайно містить у формалізованому вигляді пред-
ставлення процесу обчислень у категоріях моделі сис-
теми, що дозволяє досліднику одержати деяку чис-
лову реалізацію динаміки функціонування системи. 
Побудова обчислювальної схеми виявилася можлива 
на основі отриманого доказу умов існування й оди-
ничності рішення системи логіко-диференціальних 
рівнянь [9; 10]. Ідея доказу ґрунтується на таких ма-
тематичних фактах.

1. Кінцева множина точок розриву S{s} дискретно 
змінюваної правої частини логіко-диференціального 
рівняння (7) не «погіршує» модель системи більше, 
ніж звичайно передбачувані властивості функцій 

( , , )sf x u t  у дискретній послідовності

 
( , , ).f

s s
s S

L f x u t
∈
∑

Остання має властивість R-інтеграції. Цією умо-
вою забезпечується існування рішення системи (7).

2. Одиничність рішення системи (7) забезпечу-
ється і задається логічними умовами дискретних пе-

реходів 
F

sL L∈  цілком упорядкованою послідовні-
стю узагальнених станів (6).

3. Множина рішень системи (7) з точністю до 
початкових умов 0 0( ) vx t X∈  і впливів ( )ku t U∈  
однозначно визначено кінцевою множиною можли-
вих шляхів Pv0,N дискретних переходів на нескінчен-

ності структур системи 0{ } .N
v vQ q

ВиСНОВки
Таким чином, побудована аксіоматика ієрархіч-

ного об’єднання двох фундаментальних моделей – 
динамічної диференціальної системи (нижній рівень) 
і кінцевого автомата (верхній рівень) – одночасно ви-
значає обчислювальну схему для моделювання сис-
тем з керованою структурою. Практичне застосуван-
ня гібридних графів для аналізу такого класу систем 
забезпечує всю необхідну інформацію для числового 
моделювання динамічних процесів як на цифрових 
ЕОМ, так і на цифро-аналогових комплексах.           
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